Chapitre C

Transformation de Fourier

C.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Définition C.1.1. Soit f € L1(RY). La transformée de Fourier de f est la fonction Ff,
ou encore f, définie sur R? par

Fr(©) =€) = [ e ¢r(x) dx.

Rd
Le théoréeme de convergence dominée et le théoréeme de Fubini permettent facilement
de démontrer le résultat suivant.

Proposition C.1.2. Soient f, g dans L*(RY). Alors
a) Ff est continue sur RY, | Ff|.~ < ||fll 2 et FF(€) tend vers zéro a I'infini;
b) On a F(f xg) = (Ff)(Fg).
La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance a l'infini.
Proposition C.1.3. Soit ¢ € LY(R?), soit m un entier dans N et soit a € RY.
a) Si (x)Mp € L1(RY) alors F € C™(RY) et pour tout |a| < m

(18)* (Fp)(§) = F(x*)(§) - (C.1)
b) Sip e C™(RY) et 0% € LY(RY) pour tout |a| < m, alors
Via| <m,  F(05w)(€) = (I§)*Fe(§). (C.2)

c) La transformée de Fourier de la fonction (T2)«p := @(- — a) est donnée par
F((12)e0)(€) = e 4 2Fp(£).
d) La transformée de Fourier de la fonction x — e'@*p(x) est donnée par
F(e7%9)(€) = (12): F0(£).
Démonstration. Nous ne démontrons que les deux premiers points, les autres sont laissés
en exercice.
a) Soit ¢ € L1(RY), telle que (x)Mp € LY(RY). L'application
£ — e Cp(x)
est de classe C* pour presque tout x et I'on a

“Ep(x)

8, (e *4p(x) = —ixge
et comme _
lixie™ (x| = Ixe(x)|
on peut appliquer le théoréme de dérivation sous I'intégrale pour en déduire que
B, (Fp) (&) = F(—ixiw)(£) -
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76 C. TRANSFORMATION DE FOURIER

Par itération on obtient
O (Fo) (&) = (=N*F(x*p)(€)
d'ou le résultat (C.1).

b) Pour démontrer (C.2) commengons par étudier le cas m = 1. Considérons une suite
régularisante . et posons

Ve =Ce .
Alors
Qe — @ et Ogpe —> By dans L'(RY).

Une intégration par parties (utilisant le fait que ¢ tend vers zéro a I'infini pour tout € > 0)
montre que

/e”xfgfaxjcpa(X) dx; = iEj/e”ngfwa(X) dx;
donc
F(0x,0e)(€) = i&§F @e(§) -
Comme
1 (8 0e) — F(0x;0) [l < [0, 0e — O ¢pll 11

et de méme pour Fp (&) — Fp(£), le résultat suit. Le cas général s'obtient de méme. La
proposition est démontrée. O

Lemme C.1.4. Soit A € My(R) une matrice symétrique réelle définie positive de taille d,
et posons

Ga(x) == ;e_%(’qflx) X, xeRY.
\/ (2m)ddet(A)
Alors Ga € S(RY) et
FGa(E) = e 1AOE,
Démonstration. La matrice A est symétrique réelle donc on peut écrire

A=QDQ", avec D=diag(\y,..., Ad)

avec Q matrice orthogonale et D matrice diagonale avec tous les \; réels. Par ailleurs quitte
a permuter |'ordre des vecteurs propres on peut toujours supposer Ay > Ao > --- > g > 0,
et comme A = At > 0ona Ay > 0. Montrons tout d'abord que G4 est un élément de S(RY).
On a pour tout 8 € N9

P Ga(x) = Pp(x)e 240
ol Fg est une fonction polynédme, donc
|8°Ga(x)| < |Pa(x)|e™ /2N

ce qui donne le résultat.
La premiére étape consiste a se ramener au cas ol d = 1. Dans l'intégrale définissant
la transformée de Fourier de G4 on pose

y =Q'x et n:=Q.
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On a alors
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e Fubini implique ainsi qu'il suffit de faire le calcul

—
Il
A

Q.

Puisque A; > 0 pour tout j, le théoréeme
pour d = 1. Soit donc A > 0 et posons

1
gr(x) = \/ﬁ

On aura alors

FGa€) =[] For(m). n:=Q%.
=1

La fonction g est un élément de S(R) et
X
g\ (x) = —ng(x) , VxeR.

En appliquant la transformée de Fourier a chaque membre de cette égalité et en utilisant la
Proposition C.1.3 il vient

imFaa(n) = Ai(ng)’(n)
et donc
Far(n) = Ce2>".
Comme de plus

Farn(0)=C= /gx(x) dx =1

on en déduit que

d
FGa(€ H 9 (n))

Le lemme est démontré. O

Théoréme C.1.5 (Inversion de Fourier). Soit f € L*(RY) telle que Ff € L*(RY). Alors
on a presque partout sur RY

1 . —
) = Gy L, S EFAO = S FEAR),

1
(2m)¢
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ot pour toute fonction g € L1(RY),

Fol) = [ e tq(e)de.

. . ) 1 :
Démonstration. Si nous calculons la valeur au point x de 7(,/ e’X'E}"f(g) d€ nous
(2m)d Jra

(271T)d/Rd eix-E(/Rd e—iy.Ef(y) dy) d¢

mais le théoréme de Fubini ne peut s'appliquer. L'idée est d'évaluer a la place I'intégrale

L 1 i(x—y)-€& 7eﬁ
le(x) = W/R?d e e 2 f(y)dyd¢,

de deux facons différentes.

trouvons

On commence par intégrer d’abord par rapport a y on a alors

1600 = Goga L, € Ee T FA) a

et par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue il vient
_ 1 ix-€
m 1) = g [ CFA(E) .

Mais en intégrant d'abord par rapport a € on peut utiliser le Lemme C.1.4 avec A =g~ 1Id,

qui implique que
d

€2 / 7"(X7y)'5678¥ d&' — e |><;.V|2
(vam)? '

On obtient alors
Jo(x) = / Fly)e 2

En d’autres termes

1 _k?
/5 = g * f, avec gg(X) = me

et donc /¢(x) converge vers f(x) pour tout x et le résultat suit par unicité de la limite. O
C.2. Transformation de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz

Théoréme C.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F avec les notations du Théoréme C.1.5.

Démonstration. On déduit facilement de la Proposition C.1.3 que la transformée de
Fourier applique S(RY) dans lui-méme. En effet on a pour toute fonction ¢ € S(RY)

(i€)° (0P Fp(€) = [ 48 (Po(x) dx

donc
sup sup |&% 66.7-"<p( )‘ < sup Hafj‘(xﬁgo)‘ o
la|<m,|B|<p g€R? || <m,|B|<p LIRS
<C sup \5| %
|| <m,|BI<p H< ‘ LY(RY)

par la formule de Leibniz. On remarque que

JxBlageealdx < [0 (/P ozp(x)] dx
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donc puisque x — (x)~971 est intégrable sur RY on obtient

Eaagﬁ]:(ﬂ(g)’ <C sup H<X>|ﬁ\a§t(p(x)H
la|<m,|B|<p+d+1

sup sup
loe|<m,|B|<p ¢RI

Loo(RY)

La transformée de Fourier applique donc bien S(Rd) dans lui-méme et on conclut grace au
théoreme d'inversion de Fourier C.1.5 puisque ¢ et F sont en particulier dans Ll(Rd). ]

Théoréme C.2.2 (Formule de Parseval). Soient @, 9 et U trois fonctions de S(RY),
alors

2) [ Fe©w(©) dé = [ o()Fu(x) dx
b) [ ()W(x) dx = (2m)? [ F(e) FUE) dé.
Démonstration. a) Grace au théoréme de Fubini on a
[Fe@w@di= [ ([ et ax)uie) de
= [ ([ e p(6) d)oix) dx
= [ 0t0Fp00 dx,

ce qui démontre a).
b) Soit maintenant f := (27)"9FW, qui vérifie
Ff(x) =V(x).
En appliquant a) a @ et f on trouve

(m) [ Fo©FU(©) ot = [ Fo©)F(€) de
= /cp(x)W(x) dx

et le théoréme est démontré. O

C.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

La transformation de Fourier des distributions tempérées se définit par dualité, grace au
Théoréeme C.2.2.

Définition C.3.1. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. La transformée de Fourier
de S est la distribution FS définie par

Vo e S(RY), (FS, @)= (S, Fp).

Notons qu’au vu de la démonstration du Théoréme C.2.1, la distribution FS ainsi définie
est bien une distribution tempérée.

Remarque. On a aussi
Yo € S(RY), (FS )= (S Fop).

Proposition C.3.2. Si f € LY(RY), alors la transformée de Fourier de la distribution T¢
est la distribution tempérée définie par Ff : on a

FTr=Trs.
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Démonstration. Soit ¢ € S(RY), alors

(FTr. ) = (Tr, Fo) = /]R

PO [ e xCo(6) de) dx.
La fonction

(x,€) — F(x)e(£)

est intégrable sur R? x RY donc le théoréme de Fubini implique que

Lrea( [ e o dg) dx= [ p@( [ e ¢x) ax) o
et donc
FTre) = [ e©FF(©)de,

d'ou le résultat. O

Théoréme C.3.3. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S'(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F.

Démonstration. |l suffit d'utiliser le Théoreme C.2.1 en notant que pour toute distribu-
tion S € §'(RY) et toute fonction ¢ € S(RY),

(FFS, @) = (S, FFp) = (2m)9(S, 0),
(FFS, ) = (S, FFp) = (2m)%(S, ).
Le résultat suit. O

Proposition C.3.4. Soit (Sp)nen une suite de distributions tempérées convergeant
vers S dans S'(RY). Alors FS,, converge vers FS dans §'(RY).

Démonstration. Il suffit d'écrire pour tout ¢ dans S(RY)
La proposition suit. ]

Proposition C.3.5. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. Alors

a) Si S est paire - resp. impaire - (au sens ol S = S - resp. S = —S) alors FS est
paire (resp. impaire).

b) Pour tout k € {1, ..., d} on a

c) Pour tout k € {1, ..., d} on a
F(xkS) =10, FS.
d) SiT, est la translation de vecteur a, alors en définissant S o T, par
Vo € S(RY), (SoTa ) :=(S,poT_,)

on a
F(SoT,) =e*FS.

e) Pour tout a € R? on a

F(e'™*S) = (FS)oT,.
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f) Si hy est la dilatation de rapport A définie par
Vo € S(RY), (Sohy )= A"9S @ohy1)

alors
.7:(5 o h>\) = |>\‘_dh>\71.7:55

Démonstration. On ne va démontrer que deux points, les autres sont laissés en exercice.
Soit une fonction ¢ dans S(RY).

b) On a
(F(6kS). @) = (0S, Fp)
= —(S, okFo)
= —(5, F(=i&kw))
= (FS, ikkp) = (I&F S, ) .
c) Ona
(F(xS), o) = (xS Fo)
= —(S, xF )
= —(5, F(=idg,0))
= —i(FS,0¢ ) = (0, FS, ) .
La proposition suit. O

Exemple (Transformation de Fourier de la masse de Dirac). On a
Fdp=1 dans S'(RY),
et plus généralement pour tout a € RY
Féa(§) =€, £eR?.
En outre
(F8%60)(€) = (i), £€R?,
et plus généralement pour tout a € RY
(FO%6a)(€) = (i)*e "7, £eR.
Exemple (Transformation de Fourier des polynémes). On a
F1 = (2m)%,,
et
Fx* = (2m)dil*laas, .
Proposition C.3.6. Toute distribution tempérée harmonique dans R? est une fonction
polynémiale.
Démonstration. Soit T € S'(RY) telle que
AT =0 dans S'(RY).
On sait que
F(AT)=—|¢PFT =0 dans S'(RY),
donc FT est une distribution a support réduit a {0}. C'est donc une combinaison linéaire

de la masse de Dirac et de ses dérivées, d'aprés le Théoréme B.4.5. On a donc pour un

entier m
FT =) a.0%.

lo|<m
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Comme
F(6%0) = (i§)*
le théoréme d'inversion de Fourier C.3.3 implique que

L Z aa(_’f)a :

T =
d
M) =

Le résultat suit. O

Remarque. En particulier si une distribution tempérée harmonique est bornée, alors elle
est constante.

C.4. Transformation de Fourier des fonctions de carré sommable

On note pour toutes fonctions ¢ et 4 de L2(RY)
(@lY)12(ray == /tp(x)@(x) dx .
On rappelle qu'il s'agit d’'un produit scalaire qui fait de L?(R9) un espace de Hilbert.

Théoréme C.4.1 (Plancherel). La transformation de Fourier définie dans S'(R?) est un
isomorphisme de I'espace L?(RY) dans lui-méme, d'inverse (2m)~9F. En outre on a

1
(@) 2may = W(}—WU:"/J)B(RC’)
pour tous @ et 9 de L?(RY).

Démonstration. Montrons tout d'abord que (27r)_%.7-" est une isométrie de S(R?) dans
lui-méme pour la norme L2, c'est-a-dire que (27r)*%]-' conserve le produit scalaire défini
ci-dessus. Soient donc ¢ et 9 deux fonctions de S(R?), on a

[ 000 dx = g [ FotFwE) ot

par la formule de Parseval (Théoréme C.2.2 b)) donc (27r)_%]-" conserve le produit scalaire
et donc la norme L2, pour les éléments de S(RY). Il en est de méme de (QW)_%?.

Il s’agit donc maintenant d'étendre ce résultat aux éléments de L?(R?). Comme S(RY)
contient D(RY), il est dense dans L2(RY). Soit donc f € L2(RY) et (f,)nen une suite
de S(RY) convergeant vers f dans L2(R?). Alors par isométrie, la suite (Ff,)qen est de
Cauchy dans L?(R?) et elle converge donc vers une limite g dans L?(R9). L'espace L?(RY)
s'identifiant a un sous-espace de S'(R?), (Ff,)nen converge vers Ff dans &'(RY) par la
Proposition C.3.4, et donc par unicité de la limite f = g dans S’(RY) et Ff se prolonge
en une forme linéaire continue sur L2(R?). Par continuité de la norme on a de plus

_d
(2m)"2 |Ffl2mey = ||fHL2(Rd)-

En appliquant le méme raisonnement a (27r)*%7 on conclut que (2%)*%? et (2%)*%}'
sont deux isométries de L2(RY) dans lui-méme, dont les composées a droite et & gauche
sont égales a l'identité, et le théoréme est démontré. O

Proposition C.4.2 (Principe d'incertitude). Soit f € L?(RY) telle que xf et Vf sont
dans L?(RY). Alors pour tout xg, & € RY

1122 < Cl(x = x0) Fll 21 (€ = €o)F .2 -
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Démonstration. On suppose sans perte de généralité que xg = £g = 0, on écrit

/f(x)x VF(x)dx = ——/f2

et on conclut par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. ]

C.5. Transformation de Fourier des distributions a support compact

On définit pour tout ¢ € R? la fonction de classe C* sur R¢
RY — C
% x — e~ XE

Proposition C.5.1. Soit £ € £'(RY). La transformée de Fourier de E est la fonction de
classe C* sur RY donnée par

FE(€) = (E e).
De plus FE est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens ot pour tout o € N9
il existe un entier m € N et une constante C tels que pour tout £ € RY,

|0YFE(§)] < C{E)™.
Démonstration. Soit la fonction

v(€) = (E, &) .
En remarquant que

v(§) = (E. xee)
avec x € D(Rd) valant 1 au voisinage du support de E, on peut appliquer le théoréme de
dérivation sous le crochet qui implique que v est de classe C™ et pour tout £ € R et a € N9

Ogv(§) = (E, xO¢e)
= (E, (—1)"xe) -
Montrons que v est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. Soit K un voisinage

compact du support de E et p I'ordre de E. Alors pour tout o € N9 il existe une constante C
telle que pour tout ¢ € RY,

168 v(€)| < Csup sup \Gﬁ(x x(x)ee(x))| < C(€)P
xeK |BI<p

Montrons enfin que FE = v. Soit ¢ € ’D(Rd), alors d'aprés le théoréme d'intégration sous
le crochet, on a

v.0) = [ VO d
G TGET

—(E. [ ecol(©)de)
=(E, Fo)
= (FE.p)
ce qui démontre la proposition. ]
Proposition C.5.2. Si S € S'(RY) et E € £&'(R?), alors on a dans S'(RY)
F(S~E)=FEFS.
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Démonstration. Nous allons commencer par traiter le cas particulier de la convolution
d'une distribution E de &'(RY) et d'une fonction 1 de D(R?). On sait par la Proposi-
tion B.7.3 que E v appartient a D(RY). On écrit alors, grace au Théoréme B.4.9 d'inté-
gration sous le crochet,

FE0)©) = [ e Eplx—)) dx

= (E,/e—"xfw(x— ) dx).
Mais i
/ e X Eh(x — y) dx = Fyp(&)e <,
On en déduit que
F(Ex9)(&) = (E. F(§)ee)
= FY(E)(E, &)
= FP(§) FE(E),
ce qui est le résultat annoncé.
Ce résultat se généralise par densité au cas ol 9 appartient a S(RY) : en effet si (¥)nen
est une suite de D(RY) convergeant vers 9 dans S(R?), alors
VneN, F(Exy,) =FY,FE

et I'on sait que E x 1), converge vers E x1 dans S(R?) grace a (B.11). Par continuité de F
dans S(RY) on a donc
F(E «p) — F(E x1,) dans S(RY).
Par ailleurs il est facile de voir que
Fn FE — FY FE dans S(RY)

donc le résultat suit.

Considérons maintenant le cas de £ € £'(R9) et S € S'(RY). On remarque que E x S
appartient a §’'(R9) grace a la Proposition B.7.5. Par ailleurs FS appartient a S’(RY) et FE
est une fonction de classe C*° a croissance polyndémiale ainsi que toutes ses dérivées d'aprés la
Proposition C.5.1, donc (toujours par la Proposition B.7.5), la distribution FE FS appartient
a §’'(RY). Montrons maintenant que F(S+ E) = FE FS dans §'(RY). Soit ¢ € S(RY). On
a

(F(ExS), p)= (S ExFop).
Mais par le calcul précédent
ExFop = (2n) 9 FF(E » Fop)
= (2m) F((FE)FFyp)),
donc comme FE = FE,
ExFp=TF((FE)p).

[l vient alors
(F(ExS),9) = (S, F(FE)p))

=(FSFE,p).
Le résultat est démontré. O

Théoréme C.5.3. Soit E une distribution a support compact dans R. Alors la fonc-
tion C*°(R) donnée par FE se prolonge en une fonction holomorphe sur C.
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Démonstration. Soient £, n € R. fonction
est de classe C*® sur R, donc on peut définir la fonction sur R?

V(€ m) eR?, F(£,m) = (E, eciim).

On montre comme ci-dessus que F € C*°(R?). On a en particulier

OcF(€.m) = (E, —ixegrin) et OnF(&,m) = (E, xegtim) -

La fonction F vérifie donc les équations de Cauchy-Riemann
V(¢€.m) €R?, (8 +idy)F =0
et donc la fonction
(€+m) eCr— F(m)
est holomorphe. Comme par ailleurs
FE(§) = (E. &) = F(£,0)

le résultat suit.
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Remarque. On peut montrer inversement (c’est le théoréme de Paley-Wiener) que si

est holomorphe sur C et vérifie

1F(2)] < C(1+|z))" exp (RIIm(2)]) ,

alors f est le prolongement analytique d'une distribution a support dans [—R, R].

Exercice. Si f et g sont deux distributions de S(RY) telles que f x g = 0 a-t-on néces-

sairement f ou g nulle? Et si elles sont dans D(RY) ?

C.6. Transformation de Fourier et séries de Fourier

On se place ici en dimension 1 pour simplifier I'exposition. On remarque que toute fonc-
tion continue périodique sur R est bornée sur R et donc définit une distribution tempérée
sur R. C'est I'un des avantages du cadre des distributions tempérées pour étudier la trans-

formation de Fourier, contrairement & L1(R) ou L?(R).

Théoréme C.6.1 (Formule sommatoire de Poisson). La distribution
T .= Z 6k
KEZ
appartient 4 S'(R) et sa transformée de Fourier est

FT =27 Z 52/(71- .
keZ

Démonstration. On note que pour toute fonction ¢ € S(R), la somme Z (k) est finie

donc T est une distribution tempérée (voir les exemples page 70). Calculons sa transformée

de Fourier. On a
T=Tomn
donc
FT(§) = F(T om)(€) = €*FT(¢)
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ce qui implique que le support de FT est inclus dans 2mwZ. Soit maintenant x une fonction
de D(R) supportée dans | — /4, /4[] et égale a 1 sur | — /8, /8[. On a alors
FT =) x(-—2mk)FT.
=/
Par ailleurs on peut écrire

0= (e —1)x(&—2mk)FT = (¢ — 27rk) x(g 2mK)FT .

$2k

Mais on peut montrer (exercice!) que si une distribution S vérifie (x —a)S = 0 alors il existe
une constante Cq telle que S = Cpd,. |l existe donc une constante Cy telle que

e’E —

X(& —2mk)FT = —iCbonk ,

et donc

FT =Y —iCibon .
keZ.
[l reste a calculer les coefficients C,. On a

e?™T =T dans S'(R)
donc
FT ot =FT.
On en conclut qu'il existe une constante ¢ € C telle que
—iCk=c YkeZ.
Il s’agit donc maintenant de calculer ¢. Soit ¢ € S(R) et y € R, on a

cY p@rk+y)=(FT, (- +y))
keZ

= (T, F(o(-+)))

=(T, e_yFo)

=Y Fo(k)e™.
keZ

Apreés intégration sur [0, 2] il vient (en appliquant le théoréme de convergence dominée
pour justifier I'interversion de I'intégrale et de la série)

/ p(x)dx=c Z /Q(HD7r ©(x) dx

KEZ

:CZ/ 2Tk 4+ y)dy

KEZ

thp(k)/ e’ dy

keZ
=21 F(0)

= 27r/R<p(x) dx



C.6. TRANSFORMATION DE FOURIER ET SERIES DE FOURIER 87
donc ¢ = 27. Le théoréme est démontré. O
Définition C.6.2. Une distribution T € D'(R) est dite périodique de période a si
ToT,=T.
Proposition C.6.3. Toute distribution périodique sur R est tempérée.

Démonstration. Soit ¥ une fonction positive, a support dans | — 2,2[ et égale a 1
sur [—1, 1]. Alors

V(x) = Z PY(x + k)
kEZ

est une fonction bien définie (car la somme ne fait intervenir qu'un nombre fini de termes)
et on a W(x) > 0 pour tout x € R. Par ailleurs W est 1-périodique, et la fonction

_ ()
¢(X> T W(X)
est dans D(R) et vérifie
> px+k)=1.

kezZ
Soit maintenant T une distribution 1-périodique, on a

T=Y ¢(+KT=> (¢T)oTx

kEZ kEZ

puisque T o T, = T pour tout entier k. Soit ¢ € D(R), on a

(Too) =" ((¢dT) 0Tk, 0) = > (¢T. (- — k)).

KEZ KEZ

Mais comme ¢T € E'(R), il existe un entier m et une constante C > 0 tels que deés
que |k| > 3 alors

(@T. (- — k)| < Cmax sup |0 (x — k)|
QM x| <2

< C
< sz,m(w)
ce qui conclut la démonstration. O

La proposition suivante montre comment la théorie des séries de Fourier des fonctions
continues périodiques s'inscrit dans le cadre de la théorie de la transformée de Fourier des
distributions tempérées.

Proposition C.6.4. Soit T € D'(R) une distribution 1-périodique. La transformée de
Fourier de T est donnée par la série convergente dans S'(R)

FT =27 Z Ckbonk avec cx = F(¢T)(2mk),
keZ

ot ¢ € D(R) est n'importe quelle fonction vérifiant

qu(erk):l.

KEZ
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On remarque que si T est une fonction continue 1-périodique, alors
= / (¢T)(x)e~ 2 dx
£+1 .
=3 [ @M dx
¢

LEZ

1 )
= Z/o B(x + )T (x)e 2™ dx

LEZ

1 ,
— / T(X)e—ankx dx
0

ce qui correspond bien au kiéme coefficient de Fourier de 7. Passons maintenant a la
démonstration de la proposition.

Démonstration. Soit ¢ € S(R), on a

(FT. o) ={((D_o(-+ k)T, Fo)

KEZ

= (> (¢T) o T, Fo)

KEZ

car ToT1, =T, et donc

(FT.0) = (8T, > _(Fo)(- — k))

kEZ

= (¢T. > _(Fo)(- +k)).

kEZ

Mais d'aprés la formule sommatoire de Poisson on a (en rappelant que e, (¢) ;= e~*¢),

Y (Fo)x+k) =) Floe)(k)

kEZ kEZ
= (> bk Flwe))
keZ
= (F(D_ 6k) wex)
keZ
=27( ) bork. Ex)
kEZ
=27 Z (2mk)e=2mkx
keZ

[l vient donc

(FT, @) =2m > (@T, exni)p(2mk)
keZ

=27 Z F(oT)(2mk)p(2mk)
keZ

=21 ) F(@T)(2mk)bo2nk, @) .
kez

ce qui conclut la démonstation. O
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C.7. Espaces de Sobolev
C.7.1. Espaces de Sobolev sur RY.

Définition C.7.1 (Espaces de Sobolev H5(RY) et HS(RY)). Soit s un nombre réel.
L'espace de Sobolev HS(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles que

Ff e L2(RY; (€)% de) .
On pose alors

1y = [, (©IFFOP de.

L 'espace de Sobolev homogéne H*(RY) est I'ensemble des distributions tempérées f telles
que Ff € L}, (R?) et

Ff e L2(R; €% d€).
On pose

2 . 2s 2
1F1Buqgey = [, JEPIFFEPR d€ < +oo.

Proposition C.7.2. Les espaces de Sobolev H(R?) sont des espaces de Hilbert pour le
produit scalaire

(F19 ey = |, (O FFEFg(E) de.

Les espaces de Sobolev homogénes H*(RY) sont des espaces des Hilbert pour le produit
scalaire

(1 Dy = [, PFFEOFaE) de
si et seulement si s < d/2.

Démonstration. Le cas des espaces inhomogeénes H*(RY) se traite en remarquant que la
transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique entre H5(RY) et L2(RY: (¢)?* d¢).

Dans le cas des espaces homogénes commengons par supposer que s < d/2 et soit (f,)nen
une suite de Cauchy dans H3(R?). Alors (f,)nen est une suite de Cauchy dans L2(RY; |£]25 d€)
donc il existe une fonction ¢ € L2(R; [¢|?5 d€) telle que la suite (f,)nen converge vers
dans L2(RY; |€[>* d€). Montrons que ¢ est une distribution tempérée, que f := F ¢ ap-
partient & H*(RY) et que (f,),en converge vers f dans H°(RY). Puisque s < d/2 on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/B(O,l) el d¢ < (/Rd 1% lo(&)I? d&)% (/B(o,l) 1|28 dg)% .

On en déduit que 1p(g 1) appartient a I'espace Ll(Rd). Comme 1cg(g 1) appartient
a L2(RY; (€)2° d¢) on obtient que @ est une distribution tempérée. Soit f := F ¢, alors f
appartient 3 H*(RY) et on a bien que (f,),en converge vers f dans H5(RY) puisque (fn)neN
converge vers @ dans L2(RY; €[> d¢). Donc H5(RY) est complet si s < d/2.

Dans le cas oll s > d/2 on considére la fonction sur H*(R9)
¢ f— sy + 1 llgsgay -

On constate facilement que ¢ est une norme sur H5(RY) et que H*(RY) est un espace de
Banach pour cette norme. En considérant I'application identité

(H(RY), §) — (HE R, |- | s e
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qui est linéaire, continue et surjective on constate que si I'espace (H*(RY), | - s (mey) Etait
complet, alors il existerait par le théoréme de I'application ouverte une constante C telle que
vfe H(R), ¢(f) < Cllf s (rey »
ce qui impliquerait que
. J ~
3C>0, VFeH (R, |flluo) < CIHFllysrd) -

Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grace a I'exemple suivant : soit C une
couronne de RY centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0, 1), telle que CN2C = ) et
soit la suite

L 2a(s+%)
fri=F (Y 1p-ac)
qg=1
Alors I'hypothése C N 2C = () permet d’écrire que
—~ n_oa(s—%)
Ifall 20,1y = C1 Y pal C1:=|C|

q=1
et

[ ||25(Rd) <G Z ? <C', Csi= /C |77|25 dn,

et comme s > d/2 on en déduit que anHLl(B(Ovl)) tend vers I'infini avec n alors que || fy | ;s (ga)
est bornée. La proposition suit.

Exercice. Soient r, s et t trois réels.

a) Si s < talors H{(RY) ¢ H5(RY) et cette inclusion définit une application linéaire
continue : on a

11l s ray < 1Tl Heqray, VT € H'(RY).
b) Sir < s < talors H" N HY(RY) C H5(RY) et on a
1l iy < NI G Wy VF € A7 O HERY),
avec s = (1 —0)r + 6t.
c) L'application linéaire
f e HS(RY) — Lr € (HS(RY))",
ol L est la forme (anti)-linéaire définie par
L) = oy [, FAOFR@ o,
est un isomorphisme linéaire isométrique entre |I'espace H‘S(Rd) et le dual topo-
logique (H*(R?))" de H*(R9).
d) Si|s| < d/2, I'application linéaire
fe HS(RY) — L € (HS(RY))"

ol Ly est la forme (anti)—linéaire définie par

L) = Gy [ FREOFRE) de

est un isomorphisme linéaire isométrique entre |'espace H‘S(Rd) et le dual topo-
logique (H*(RY))" de H(RY).
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Proposition C.7.3. Pour tout entier k, I'espace H*(R?) est I'espace des fonctions
de L%(RY) dont toutes les dérivées au sens des distributions jusqu'a I'ordre k sont dans L?(R9)

et l'on a
||f||Hk(Rd) ~ Z ||aaf||i2(Rd)-
|| <k

Démonstration. On rappelle que 0%f appartient a L?(RY) si et seulement si é*Ff ap-
partient a L2(Rd). Comme pour tout entier k il existe une constante C telle que pour

tout £ € RY
T+ Y eR) s @* <c(i+ X 1eP),
|| <k || <k
la proposition suit. O

Proposition C.7.4. Soit k un entier et 0 €0, 1[ un réel. Posons s = o + k, alors

2
|0%f(x +y) — 0*f(x
”fHHS(Rd) Z Haaf||L2(Rd)+ Z / ( |)|/c)/+20 ( )|
al<m jad=m d

dxdy

dXRd
Ce résultat est une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition C.7.5. Soit s €]0, 1[ un réel. Alors I'espace H*(R?) s'injecte continiiment
dans L2 _(RY) et il existe une constante C telle que

2
s d 2 _ |f(X+y)_f(X)|
V€ HRY, e, = C/Rd - dxdy. (C.3)

Démonstration. Le fait que f appartienne a L? (Rd) est simplement une conséquence

du fait que

loc

f=F 1(1gonFf) +F *(leg1)Fr).
En effet 15(0,1)Ff est une distribution a support compact donc j’-'*l(lB(Ovl)]-'f) est de
classe C* et donc dans L2, _(R9). Par ailleurs comme s > 0 on a que lep(,1)Ff appartient
a L2(RY) et donc F~*(1cg(o,1)Ff) aussi. Montrons I'égalité (C.3). On a par le Théoreme
de Plancherel C.4.1

1 iy
[ Pty = FCOf dx = g [ e €~ 17RO o

donc

F(x+y)— ()] 1
/RdXRd\ ( |yy|3+25( ) C,Xc,y:W/RC/L(OWE)‘QC,5

i 2
et
avec L(g) = /]Rd Wdy

Comme la fonction L est radiale et homogéne de degré 2s elle est proportionnelle a |£]2°,
et la proposition suit. O

Corollaire C.7.6. Soit 0 < s < k avec k entier, et soit ¢ un C* difféomorphisme global
surRY. Si f € H*(RY), alors f o ¢ € H5(RY).

Démonstration. |l suffit d'utiliser la formulation fournie par la Proposition C.7.4 et d'ef-
fectuer un changement de variable. O

Proposition C.7.7. Pour tout réel s, I'espace S(RY) est un sous-espace dense de H*(R9).
d
Pour tout réel s < > I'espace So(RY) des fonctions de S(R?) dont la transformée de

Fourier est identiquement nulle prés de I'origine est un sous-espace dense de H*(RY).
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Démonstration. L'espace H5(RY) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que
I'orthogonal de S(RY) pour le produit scalaire de H*(R9) est réduit a {0}. Supposons donc
qu'il existe une distribution f dans H(RY) telle que pour toute fonction ¢ de S(RY) on ait

L= Fre e —o.

Alors I'application & — (£)25Ff(€) est identiquement nulle dans S’'(R?), donc Ff =0 et
donc f = 0.

De méme supposons qu'il existe une distribution f dans H5(RY) telle que pour toute
fonction ¢ de So(RY) on ait

| €PFr©)F o) dé = 0.

Alors Ff s'annule sur RY \ {0} et donc Ff = 0. Le résultat suit puisque s < d/2 et
donc H5(RY) est un espace de Hilbert. O

Proposition C.7.8. La multiplication par une fonction de S(RY) est une application
continue de H5(RY) sur lui-méme pour tout réel s.

Démonstration. On sait que

1
~ (em)?
donc la démonstration de la proposition se réduit a I'estimation de la norme L?(RY) de la
fonction

F(pf) Fo*xFf

u€) = (©)° [ 170l = mlFF(m)] dn.

Vérifions tout d'abord que pour tout réel s, il existe une constante C telle que

(©)* < C€—mllm)®.
En effet quitte a échanger £ et m on peut supposer que s > 0 et I'on a

()7 < C(L+ 16—l +InP?)?

< CE-—m(n)®.

On a donc
w(©I < T [ (€ =n*IF (e~ ln)*FF(m)] an

et I'inégalité de Young

g hll2 < llgll 2 lihll 2 (C.4)
permet de conclure que

Isl
10F sy < 2% (€)1 F ]| 1 g 1 Fll ey -

L'inégalité (C.4) s'obtient en remarquant que pour toute fonction f € L?(RY), par les
théorémes de Fubini et Cauchy-Schwarz

[ 9+ £0) ax =[] g)htx = y)r(x) dxdy
< [19)1 [ 1htc = 11FG) dxdy

< ||fHL2||h||L2/|g(Y)| dy = [[fll 2l 2llgll L2 -

La proposition est démontrée. O
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C.7.2. Injections de Sobolev.
Théoréme C.7.9 (Injections de Sobolev - le cas C). Soit k € N un entier. Pour tout
rée/5>%+kona
H*(RY) ¢ CK(RY).
Plus précisément toute fonction f € HS(R") est égale presque partout a une fonction

de Ck(]Rd), et Il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute
fonction f € H*(RY), on a

O%f < C||f]| ys .
mgxseu]gdl )| < ClIF | s ey

Démonstration. Soit f € HS(Rd) et soit a € N9 tel que |a| < k. Comme s > %—F k, la

fonction
(1§)*
§—
(&)
appartient a L2(RY), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
(1£)>

F(O°F) = (I§)*FF = - 2 (€)°FF

(&)

appartient a L1(R9). On en déduit que la distribution tempérée 8*f s'identifie en fait a une
fonction continue et

0UF (x) = (271T)d / X EF(07F)(£) de

Rd

pour tout x € R?. On a alors

sup [0%F(x)| < ClIf [l ys(mey
xeR4

Le théoréeme est démontré. O

avec

Théoréme C.7.10 (Injections de Sobolev - le cas LP). Si s €]0,d/2[ alors les es-
. d
paces H*(RY) et H*(RY) sont continiment inclus dans Lﬁ(Rd).
Démonstration. Tout d'abord notons que si s > 0 alors H5(RY) est continliment inclus
dans H5(R9) donc il suffit de montrer le résultat pour H5(R?). On remarque ensuite qu'un
argument d'échelle permet de trouver I'exposant p = 2d/(d — 2s). Soit en effet f une

fonction de S(RY), et posons f; la fonction f;(x) := f(£x) (avec £ > 0). Pour tout p € [1, oo[
ona

_d
Ifell Loey = £ Pl flloway et

e B GIRE:

= 2 [ ePeiEr e de

e—d+25” fH2 s(R9) -

Sil'inégalité ||| pmay < CIf |l 4s(ray est vraie pour toute fonction réguliére f, elle est vraie
aussi pour f; pour tout £ > 0.Cela conduit a la relation p = 2d/(d — 2s).



94 C. TRANSFORMATION DE FOURIER

Démontrons a présent le théoréme. On va supposer que f est une fonction de So(R?) (le
résultat suivra par densité) et pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité
que [l gsrey = 1.

Commencons par observer que pour tout p € [1, 400, grace au théoréme de Fubini on
a pour toute fonction mesurable f,

1F oy = [, IFOOPdx

IF ()
= p/ / AP~ TdNdx
r? Jo

_ p/ooo A1 ({x € R [F(x) > A}) dA,

ol u est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer f en basses et hautes fréquences
(pour chaque A) en écrivant f = f, + fy, avec

fy = F *(lgoaFf) et fy:=F *(legoaFr), (C.5)

ol la constante A > 0 dépend de A et sera déterminée plus tard. Comme le support de la
transformée de Fourier de f, est compact, la fonction f, est bornée. On a plus précisément
en appliquant la transformée de Fourier inverse et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1l omey < (ZW)_d||-7:fr}||L1(Rd)
my e [ JeslerIFf@)lde
B(0,A)

—d ‘f’5>; |
() (/Bm,A) e ) Il

1l oo ey < CsAZ™S . (C.6)

IN

IN

On a donc

Par I'inégalité triangulaire on a
{x e R/ [F()I>A} € {x € RY/ 2 (x)|>A} U {x € RY/ 2| (x)|>A} .
Grace a (C.6) on a

als

A=Ay = (4/2) — 1 ({x eRY/ ()| > A/2}) =0.

On en déduit avec ce choix de A = Ax que
1Fs <0 [ W ({x € R 15001 > A/2}) dA.
Il est bien connu (c'est I'inégalité de Bienaimé—Tchebychev) que

p({x e R/ 1K) > A/2}) dx

/{xeRd/ f()I>A/2}
4 f(x)|?

dx
/{xeRd/ JHOIEVE SIS

IN

4
5oy
On a donc
o =312
1# <4 [ A2z 9N,



C.7. ESPACES DE SOBOLEV 95

et donc

F1uqgey < 4p2m) = [0 [ |FF(©P dgan. (c7)
0 JIE[=An

Par définition de Ap on a
€] > Ay <= A < 4C.[g]5 |

Alors le théoréeme de Fubini implique que

acel?
17117 ooy < 4p(2m)~7 N3N | [ FF(E)1dE
LP(R) re \ Jo
4p _ _ d(p=2)
< emecy [0 T RO,
p—2 RY
_d(p—2) L ) 3 " d 15 (md
Comme 2s = 5 le théoreme est démontré, par densité de Sp(R?) dans H*(R?). O

Par dualité on peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire C.7.11. Si p appartient a ]1,2], alors

: 1 1
LP(RY) € HS(RY) avec s=—d (E — 5) .

Démonstration. Notons que puisque p appartient a ]1, 2], alors —d/2 < s < 0. Ecrivons

Hs(Rd) — y .
[Ell (RY) = sup  (a, )
el y—s gay <1

Comme —s =d (,1) - %) =d (% - (1 - ;)) on a [|@| y-sgay = C||<p||Lp/(Rd), et donc
lallgsray < € sup  (a,¢)
lell, pr gy <1
< CllallLogrey -
Cela conclut la démonstration. ([l

C.7.3. Trace et reléevement.

Théoréme C.7.12 (Théoreme de trace et relévement). Soit d > 2 et s > 1/2. L'appli-
cation linéaire (dite de trace)

v SRY) — SR
f—(f)
avec
V() xa-1) = Fx, - xg-1,0)

se prolonge en une application linéaire continue surjective

v HY(RY) — H3(RIY),
et il existe une application linéaire continue (dite de relévement)

R: H2(R9™1) — H5(RY)

telle queyo R = /stfé(Rd_l)-
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Démonstration. Notons x’ := (xy, ..., Xg—1). On a pour toute fonction f € S(RY)
— 5—*
VO -3 gy = € T2FOED]|
et
FANE) = 5 [ FF©) dea.
En effet 1
/ _ ix'-¢
.00 = g / X € FF(£) de
1 /
_ = ix' 5 !
= Gy / (55 [ Frie &) deg) ae
donc

FOE) = 5 [ FF©) dea.

Mais par Cauchy-Schwarz

| [Froded < ([@*Frora)( [ )
< c( [ IFrP deg) )2

d¢
C::/ —=
R (()2
et donc puisque s > 1/2 il vient

IR, 3 o < €1 eceoy

avec

On conclut par densité de S(RY) dans H*(RY) que I'opérateur de trace <y peut bien étre
.. . 1 . .
défini sur H5(RY) et que son image est dans H5~2(R9~1). Pour montrer que -y est surjective

définissons un opérateur de relévement

R:H™2(RIY) —s H(RY) tel que yoR=Id.

Pour cela on considére une fonction x € D(R) telle que x(0) = 1 et I'on pose, pour g
dans S(RY1),
o 4441447 IX £ ! /
Ro() = oyt [, & ¥ x(xal€))Fa(E) d
— Fol o (xCal€) Fa(€))
On a clairement yo Rg = g et

£d

F(Rg)(€) = <g,>< e (1) F9E).

donc i
1RO qaey = [ (€7 (€) 2 Framresr(€) el PIF9(€)P .
[l vient donc
IRl (ee) < / " /R<£’>‘25-1<s>25<fxd%dx<<g’>—1sd) dgq) (€)Y Fg(e)I? de’
2
< C||9||HS,§(RC, N

avec

C = /R Fx(Q)P(¢) d¢

Le théoréme est démontré. O
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Remarque. On peut définir plus généralement un opérateur de trace pour toute hy-
persurface réguliere ¥ de RY en utilisant la stabilité de HS(]R{d) par composition par des
diffeomorphismes (Corollaire C.7.6) ansi que la Proposition C.7.8 qui permettent de locali-
ser et redresser le bord.

C.7.4. Espaces de Sobolev sur un ouvert de RY.

Définition C.7.13 (Espaces de Sobolev W*P(Q)). Soit Q un ouvert de RY, k un entier,
et p un réel dans [1, 0o]. L'espace de Sobolev W P(Q) est défini par

WkP(Q) = {f € LP(Q)/8%F € LP(Q) Vo < k}_
Cet espace est muni de la norme
IFllwesy = Y 10%FllLe(e).

o<k

On montre facilement que W*P(Q) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p < oo et
séparable si 1 < p < oco. L'espace de Sobolev HX(Q) := W*2(Q) est un espace de Hilbert
séparable, muni du produit scalaire

(F19) )y == Y (8%F18%9) 2(q) -
o <k
L'espace suivant est particulierement utile.

Définition C.7.14. Soit Q un ouvert de RY. L'espace H}(Q) est I'adhérence de D(Q)
pour la norme H(Q). L'espace H1(Q) est le dual topologique de I'espace H3(Q2) au sens
ou

I llh () = sup (f, ).
‘PEHé(Q) ’H‘pHHI(Q)Sl

Proposition C.7.15 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R. Il existe une
constante C telle que pour toute fonction f de H§(S2) on ait

1fll2) < ClIVFll2@) -

Démonstration. Soit f € D(£2). On écrit tout élément x € Q sous la forme x = (x’, xg)
avec X’ € R91 et I'on a

Xd
f(x) :/ 8y, F(X', yq) dyqg
—0o0
donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que €2 est borné)
FOOR < € [ IVFG )P dyg
et le résultat suit par intégration, et par densité de D(Q2) dans H§(). O

Proposition C.7.16 (Inégalités de Gagliardo—Nirenberg). Soit Q un ouvert de RY et
soit p € [2,00[ tel que 1/p > 1/2 — 1/d. Il existe une constante C telle que pour toute
fonction f dans H3(2),
dip—2)

2p

Démonstration. Par densité on peut supposer que f appartient a D(Q2). Alors les injec-
tions de Sobolev (Théoréme C.7.10) impliquent que

Ifllioy < ClIFlla@ IV FlIf2q) avec o= (C.8)

1) < CIFIl . ap-2
H 2 (R9)
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Par convexité des normes de Sobolev
1_
||f||HU(Rd) < HfHL2((E§d)”f”7-'/1(Rd) pour tout o € [0, 1],
on obtient le résultat. O
Les deux théorémes suivants sont admis.

Théoréme C.7.17. Soit Q un ouvert borné de RY, 4 bord de classe C™ avec m > 1
un entier. Alors il existe un opérateur linéaire P de W™P(Q) dans W’"'P(]Rd) pour tout p
dans [1, 0], tel que si f € W™P(Q) alors
a) Pfq =",
b) [IPfllirrey < ClIfllLo(e),
o) 1Pfllwmemsy < ClIfllwme)-
Ce théoréme permet d’étendre les théorémes d'injection de Sobolev au cas des ouverts
bornés, en notant que si s = d(1/2 — 1/p) alors
[ lle) = IPFll o)
< |IPFllLo(re)
< C||PFl s oy
< CNfllhs(q) -

Remarque. On peut aussi définir de tels opérateurs pour des domaines qui ne sont pas
de classe C™, par exemple un carré en dimension deux, par réflexions successives.

Théoréme C.7.18. Soit Q un ouvert borné de R, a bord de classe C™ avec m > 1 un
entier. Soit 1 < p < oo. Alors I'espace D(RY) est dense dans W™P(Q).

Théoréme C.7.19 (Théoréme de Rellich). Soit Q un ouvert borné de RY, a bord de
classe Ct. Toute partie bornée de H3(S2) est d’adhérence compacte dans L2(<2).

Remarque. Plus généralement on peut montrer que

— si p < d alors I'injection de W1P(Q) dans L9(2) est compacte pour tout g € [1, p*[
avec 1/d =1/p—1/p*,

— si p = d alors I'injection de WP(Q) dans L9(S2) est compacte pour tout g € [1, o],

— si p > d alors I'injection de W1P(Q2) dans C(Q) est compacte.

Démonstration. On ne va écrire la démonstration que dans le cas d > 2, le cas de la
dimension 2 s'obtient de maniére similaire (exercice).

Soit A une partie bornée de H3(Q) et soit a > 0, montrons qu'il existe un nombre fini
de boules de rayon a dans L?(2) qui recouvrent A. Commencons par choisir un ouvert w
relativement compact dans 2 tel que

a
sup || < = C.9
sup 120 < (C.9)

Ceci est possible grace a I'inégalité de Holder puis une injection de Sobolev, qui impliquent
que
i-L
Iflle@w) < 1Q\w[? Z([fl 2 (q)
1
< QN W[ ][]l g
avec 1 =d(1/2—1/2%).
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Soit maintenant y € R tel que |y| < d(w, 8Q). Pour tout g € D(2) on a
1
79 = glleswy < W1 [ [ 1990~ t9)] ddx
w

< lyIVIQIVll 2@

et donc par I'inégalité de Holder
179 = glli2w) < lI7yg = 9lEswyllTyg — 9l 2,

0
<yl 191l 1)
avec
1_9+1—9
2 2%

Par densité de D(Q2) dans H3(£2) on obtient qu'il existe une constante C > 0 telle que

sup || 7y = Fll 2y < Cly|®.

feA
On en déduit qu'il existe un réel € > 0 tel que € < d(w, OR) et tel que
a
3

Soit maintenant x¢ une suite régularisante au sens de la Définition B.2.3 (avec x supportée
dans la boule unité de RY), et soit

Bs,w = {(X&* f)|w, fe A}

vy eRY, lyl<e, sup Iy f = Flla) < (C.10)
€

Pour f e Aet x€wona
xe s F0) = FOI < [ Ixe(lIT-y () = F00l dy

B(0,¢)

donc par I'inégalité de Jensen

xe 700 = FOIP < [ xe(l Iy () = £GP dy

B(0,e)

et donc par (C.10) et le théoréme de Fubini

: (C.11)

w|

sup *f—f <'sup sup ||[T—y,f — f <
oyt [[xe HL2(w) P [7—y l12(w)

Enfin pour f € A on a par I'inégalité de Young

1Xe * FllLo@) < [IXell 2@y I 20
et de méme
IV(Xe * )l Le@) < IVXell 2y Fll 2(0)
donc Bg,, est uniformément bornée et équicontinue, donc par le théoréme d'Ascoli elle est
relativement compacte dans C(w;R) et donc dans L?(w). Il existe donc un entier N et des
fonctions g1, ..., gn de L2(w), que I'on prolonge par 0 a €, telles que
N

a
Bew C U Bi2(gi. g)
n=1
et donc par (C.9) et (C.11)
N
AC U B;2(gi, o).

n=1
Le théoréeme est démontré. O



